Der Kosmos-Bote September 2009

Liebe Leserin, lieber Leser,

was wére die Astronomie ohne Mathematik? Sie ist hilfreich: Da wird in der
ersten Nacht des 19. Jahrhunderts endlich der langgesuchte Planet zwischen
Mars und Jupiter dingfest gemacht, die Ceres. Doch nach nur 40 Tagen geht
der glinzende Fund im Glanz der Sonne verloren. Das ist die Stunde des
Carl Friedrich Gaufl (1777-1855). Thm gelingt das schier Unmogliche. Aus
den 22 Positionsmessungen (9° am Himmell) berechnet er die Ellipsenbahn
der Ceres, so dass deren Wiederauffindung im Dezember 1801 durch Franz
Xaver von Zach (Gotha) und Heinrich Wilhelm Olbers (Bremen) nichts im
Wege steht. Gauf3” Stern erglénzt am Ruhmeshimmel. Dem Erfolg folgt die
Berufung: zum Professor an der Universitdt und zum Direktor der Gottinger
Sternwarte. Trotz lukrativer Angebote (u.a. aus Berlin) blieb Gaufl seinem
Gottingen treu.

Vor 200 Jahren, 1809, erscheint sein Werk Theoria motus corporum coele-
stium in sectionibus conicis solem ambientium iiber die Kegelschnittbahnen
der Himmelskdper. Darin geht er auch auf ein mathematisches Verfahren
der Ausgleichsrechnung ein: die Methode der kleinsten Quadrate. Zweifellos
ist Gaufl der Erfinder. Bereits mit 18 Jahren (1795) sei er auf ,seine Me-
thode* gestoflen. Getreu seinem Wahlspruch ,, Weniges, aber Reifes* (Pauca
sed matura) hat er lange mit der Veroffentlichung gezogert, zu lange. 1805
hatte bereits ein anderer, der franzosische Gelehrte Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), die Methode publik gemacht.

Wie man inzwischen weif3, ist in sehr vielen Fillen die Gauflsche Methode
der kleinsten Quadrate das beste Verfahren iiberhaupt, um an fehlerbehafte
Messungen ein mathematisches Modell anzupassen.

Gaufl” Ruhm als ,,Erster unter den Mathematikern“ leuchtet lange nach. Auf
dem letzten 10-DM-Scheinl der Bundesrepublik ist er zu sehen mitsamt der
,Normalverteilung®, der GauBschen , Glockenkurve®. Die Normalverteilung
begegnet uns auf Schritt und Tritt, {iberall. (Blof8 beim Gelde gelten meist
andere Verteilungsgesetze. Reichtum ist nicht normalverteilt.) Ubrigens soll
GauB} bei pekunidren Angelegenheiten eine gliickliche Hand gehabt haben. Er
starb jedenfalls nicht, wie sein grofies Gegeniiber Legendre, als armer Mann.
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Viel spaten Sommer wiinscht Thnen

Ihr Hans-Erich Frohlich

Der Himmel im September

Gleich am 2. September haben Venus und Jupiter interessante Begegnungen.
In den Morgenstunden wandert die Venus gemessenen Schrittes an der , Krip-
pe“ (Praesepe) vorbei, in den Abendstunden des gleichen Tags der Mond am
Jupiter. Am 13. kommt es sogar (allerdings nicht in Deutschland sichtbar)
zu einer Planetenbedeckung: Der Mond unterbindet fiir eine kleine Weile den
Sichtkontakt zum Mars.

Eine Opposition haben wir auch. Am 17. September ist es der Uranus, der
um Mitternacht im Siiden brilliert, falls man eine Helligkeit von 5,7 Groéfien-
klassen als brillant bezeichnen kann. Sollten Sie Schwierigkeiten haben, den
Uranus unter den Sternen auszumachen, am 5. September gibt es eine himm-
lische Hilfe: Uranus steht dann 5 Grad siidlich des Mondes.

Bemerkenswert und immer im September: der Herbstanfang. Am 22. Sep-
tember um 22 Uhr (MEZ) ist es wieder so weit, und die Nacht gewinnt fiir
ein halbes Jahr die Oberhand iiber den Tag. Einen Astronomen sollte das
nicht schrecken!

Jupiter und Neptun sind noch giinstig, Mars arbeitet kontinuierlich an der
Verbesserung seiner Sichtbarkeit. Er ist bereits vor Mitternacht auf den Bei-
nen.

Sie sehen, kein astronomisches Ereignis hindert Sie am Wahltage daran,
wéhlen zu gehen.

Die Methode der kleinsten Quadrate

Was tiaten Sie? Sie haben 22 gemessene Positionen am Himmel, also 44 mit
Messfehlern behaftete Zahlenwerte samt dazugehorigen Messzeiten, und sol-
len daraus die sechs Parameter einer Keplerellipse bestimmen: Bahnneigung,
Liange des aufsteigenden Knotens, Abstand des Perihels vom aufsteigenden
Knoten, grole Halbachse, Exzentrizitdt und Durchgangszeit durch das Peri-
hel. Offenbar ist das Problem, es ist das Ceres-Problem, iiberbestimmt. Es
wird keine einzige Losung geben, zu der alle gemessenen Positionen exakt



passen. Statt dessen gibt es unendlich viele Losungen, die mehr oder weniger
mit den Messungen vertrédglich sind. Welche nimmt man? Ich wiisste, was
ich téte. Ich wiirde einfach moglichst viele Losungen nach einem Zufallsprin-
zip auswéhlen und ausprobieren, ob und wie gut sie passen. Dazu wiirde ich
Dutzende von sog. Markow-Ketten auf die Reise durch den 6-dimensionalen
Parameterraum schicken. Auf diese Weise bekéme ich nach wenigen Minuten
die Erwartungswerte aller Bahnelemente heraus, und das mit Fehlerbalken.
Doch dazu braucht man einen Computer. Gaufl, in Ermangelung eines sel-
bigen, musste noch seinen Kopf anstrengen. Und das hatte bemerkenswerte
Folgen.

Fiir die Berechnung der Ceresbahn soll er iibrigens 100 Stunden benotigt
haben. Spéter, bei der Vesta, schaffte er es in nur zehn Stunden Rechenarbeit.

Seine Idee: Man wihle die Losung aus, wo die Summe der Quadrate aus
den Differenzen zwischen den gemessenen Koordinaten und den berechne-
ten minimal wird. Warum gerade die quadratischen Abweichungen und nicht
einfach die Absolutbetrage? Warum nicht einfach die grofite Abweichung mi-
nimieren. Man konnte sich beliebig viele Moglichkeiten ausdenken, um zu
einer eindeutigen Losung zu gelangen. Gibt es iiberhaupt ein bestes Verfah-
ren und in welchem Sinne ist es das beste?

Seit Anfang des vorigen Jahrhunderts wissen wir es genau. Die Mathematik,
sprich Herr Markow, hat herausgefunden und in aller Strenge bewiesen, dass
die Gaulsche Methode der kleinsten Quadrate in der Tat unter ziemlich allge-
meinen Voraussetzungen (fiir sog. lineare Modelle) das beste Schitzverfahren
iiberhaupt ist, was man sich denken kann. Noch nicht einmal Normalverteilt-
heit der Messfehler muss vorausgesetzt werden!

Warum die Normalverteilung, die Gaufische Glockenkurve, so verbreitet ist?
Sie beschreibt die Haufigkeitsverteilung der Abweichungen. Grofle Abwei-
chungen sind danach, egal nach welcher Seite, selten. Der Mittelwert ist re-
préasentativ, er hat die hochste Wahrscheinlichkeit, ist der Gipfel der Glocken-
funktion.

Nun, eine Normalverteilung ergibt sich immer dann, tragen sehr viele kleine
Zufallsereignisse in ihrer Summe zu einem Ergebnis bei. Das ist bei Messun-
gen mit zufilligen Einfliissen (Fehlern) fast immer der Fall. Auch anderweitig
ist sie bemerkenswert: Sind von einer Zufallsgrofie lediglich Mittelwert und
Streuung bekannt, so ist sie die Verteilungsfunktion mit dem geringsten Infor-
mationsgehalt. Jede andere Verteilung wire informativer. Gasatome in einem



Behéltnis wissen das. Thre mittlere Geschwindigkeit ist die des Behélters, also
Null, ihr mittleres Geschwindigkeitsquadrat (bis auf einen Faktor) die Tem-
peratur. Mehr ist dazu nicht zu sagen (ein Minimum an Information!), also
ist die Geschwindigkeitsverteilung notwendigerweise Gauf3sch.

Die Normalverteilung ist eine Erfahrung, die tief in uns verwurzelt ist. Die
Glockenkurve scheint eingraviert, das Normale eben. Weil sie unserem Bedirf-
nis nach Sicherheit entgegenkommt? Jede einschneidende Abweichung vom
Mittel hat, bitteschon, zu unterbleiben. Jedenfalls fallt es uns schwer, Nicht-
Gauflsche Verteilungen instinktiv zu akzeptieren. Nehmen sie die Turbulenz.
Die Gaufiverteilung verbietet grofle Abweichungen von einigen Sigma, wie
man sagt, jedenfalls sind die extrem unwahrscheinlich. Nicht so bei Turbu-
lenzen! Da haben selbst schlimme Abweichungen eine Chance, beim Wetter
wie an der Borse. Uberhaupt die Okonomie. Die ist bekannt fiir schiefe Ver-
teilungen. Dass ein mittleres Einkommen nicht unbedingt reprdsentativ sein
muss, kann uns nun nicht mehr schrecken.

Ich selbst hatte vor Jahren ein Aha-Erlebnis der Nicht-Gauflschen Art. Will
man das Weltalter aus der Expansion des Kosmos schétzen, braucht man
blo8 von méglichst vielen Sternsystemen, deren Entfernungen und Fluchtge-
schwindigkeiten man kennt, sich auszurechnen, wann die , hier* waren. Um
sicherzugehen, nehme ich den Mittelwert aus all den berechneten Quotien-
ten (Entfernung/Fluchtgeschwindigkeit). Dummerweise existiert dieser Mit-
telwert gar nicht, sofern beide Messgrofien, Entfernungen wie Fluchtgeschwin-
digkeiten, mit Gaufischen Fehlern behaftet sind. Das ist im Nachhinein kein
Wunder, gibt es doch auch Sternsysteme, die zufillig auf uns zurasen. Eine
zufilligerweise , stehende“ Galaxie machte das Mittel kaputt, da ihr Beitrag
zum Weltalter unendlich grof3 wire. Doch keine Bange, das Weltalter ist
trotzdem wohl definiert. (Inzwischen aus ganz anderen Quellen.) In unserem
Beispiel (einer sog. Cauchyverteilung) mag es keinen Mittelwert geben, aber
dafiir einen Median. Der tut es auch.

Gaufl’ Gehirn weist im {ibrigen keinerlei Besonderheiten auf. Dem Genie ist
anatomisch nicht beizukommen.



